
Po£etní £ást 1 - 7.6.2022

1. Uvaºme 2π-periodickou funkci f : R → R de�novanou pro x ∈ (−π, π]
p°edpisem f(x) = (x+ π)2.

(a) Rozvi¬te f v trigonometrickou Fourierovu °adu s periodou 2π.

(b) Vy²et°ete bodovou a (lokáln¥) stejnom¥rnou konverganci této °ady.

(c) Dokaºte (napríklad pomocí Parsevalovy rovnosti), ºe
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Funkce f je po £ástech hladká a jediné body nespojitosti jsou π+2nπ, n ∈
Z, °ada tedy konverguje bodov¥ k f(x) na intervalech (−π, π)+2nπ, n ∈ Z,
a na t¥chto intervalech konverguje i lokáln¥ stejnom¥rn¥. V bodech π+2nπ,
n ∈ Z, konverguje k pr·m¥ru jednostranných limit, tedy k hodnot¥ 2π2.

Parsevalova rovnost nám dává
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odkud uº snadno dopo£ítáme hledaný sou£et.
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2. V prostoru S ′(R) uvaºme distribuci δπ (Diracovu distribuci v bod¥ π).

(a) Spo£t¥te δ′π a δ′′π a Fourierovu transformaci δπ a δ′π,

(b) vyjád°ete distribuci cosx · (δπ + δ′π) jako lineární kombinaci derivací
δπ,

(c) spo£t¥te Fourierovu transformaci distribuce cosx·(δπ+δ′π) a dokaºte,
ºe je to regulární distribuce.

(8 bod·)

�e²ení:

Platí
〈δ′π, ϕ〉 = 〈δπ,−ϕ′〉 = −ϕ′(π)

a obdobn¥ 〈δ′′π, ϕ〉 = ϕ′′(π). Odtud

〈F(δπ), ϕ〉 = 〈δπ,F(ϕ)〉
= F(ϕ)(π)

=

∫
R
ϕ(x)e−i2πx·π dx =: 〈Te−i2π2x , ϕ〉

a obdobn¥
〈F(δ′π), ϕ〉 = 〈δ′π,F(ϕ)〉

= −F ′(ϕ)(π)
= −F(−i2πxϕ(x))

=

∫
R
i2πxϕ(x)e−i2πx·π dx

=: 〈Ti2πxe−i2π2x , ϕ〉.
Dále

〈cosx · (δπ + δ′π), ϕ〉 = 〈δπ, cosx · ϕ〉+ 〈δ′π, cosx · ϕϕ〉
= cosπ · ϕ(π)− (cosx · ϕ(x))′|x=π
= −ϕ(π) + sinπ · ϕ(π)− cosπ · ϕ′(π)
= −ϕ(π) + ϕ′(π)

Tedy cosx · (δπ + δ′π) = −δπ − δ′π.
Nakonec

F(cosx · (δπ + δ′π)) = F(−δπ − δ′π)
= −F(δπ)−F(δ′π)
= −Te−i2π2x − Ti2πxe−i2π2x

= T−(1+i2πx)e−i2π2x .

Distribuce F(cosx · (δπ + δ′π)) je tedy regulární distribuce odpovídající

funkci −(1 + i2πx)e−i2π
2x.
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